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Corrigé examen d’Analyse pour l’'ingénieur - Session 1
Lundi 3 novembre 2014 - 1h30

Exercice 1 Pour tout matrice A € M,,(C) on définit

1/2
||A||F=( > |ajj|2> :

1<, j<n

1. Veérifier que || - || p définit une norme sur M,,(C).

2. Montrer que pour toutes matrices A = (a;;) et B = (b;;) dans M,,(C), les coefficients (AB);; de la matrice

[(AB)y|* < <Zlaz‘kl2) <Z|bkj|2>
k=1 k=1

3. En déduire que ||AB||r < ||A||r||Bllr pour toutes matrices A, B de M,,(C)

produit AB vérifient
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Rangeons les n? nombres réels positifs |a;;| (resp. |b;;|) dans un vecteur x € R™ (resp. y € (RT)™).

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a donc :

1/2 1/2
> laisllbgl =1 <%y gz | <Xyl = | D] lasl > byl
1<i,j<n 1<ij<n 1<i,j<n
Finalement on a ainsi
1/2 1/2
Do lag+blP < Y laglP+ Y bglP+2| D lagl > byl
1<ij<n 1<ij<n 1<ij<n 1<i,j<n 1<ij<n

c’est-a-dire :
A+ Bl% < [|Al% + 1Bl + 2llAlleIBllz = (IAllr + |Bll#)?

Par passage a la racine on obtient bien I’inégalité triangulaire :
A+ Bllr < |Allr+ 1Bl7

Méthode 2. Soit E;; la matrice ou tous les termes sont nuls & I’exception du terme situé ligne ¢ et colonne
j qui vaut 1. Ces matrices élémentaires forment la base canonique de M,,(C), toute matrice A € M,,(C) peut

s’écrire :
A= Z aij 0 Eij
2

L’application linéaire u qui a une matrice A € M, (C) associe le vecteur de ses coefficients (a;;)1<i,j<n dans
C"* est un isomorphisme de M,,(C) dans C"".

Soit N une norme sur C*°, alors N o u est une norme sur M,,(C) puisque :

e VAeM,(C),Nou(A) =0 u(d)=0< A=0.

e VA e C,VA e M,(C),Nou(AA) =0= N(Au(A)) = |A\|N ou(A).

o V(A,B) € M,,(C)?, N ou(A+ B) = N(u(A) + u(B)) < N ou(A) + N o u(B).

En remarquant donc simplement que
[ Al = Na o u(A)

.o 2 . .
ol A est la norme euclidienne sur C™ , on a directement le résultat.

Méthode 3. Mieux encore on peut remarquer que la norme | - || r, appelée au passage norme de Frobenius
(ou norme de Schur ou encore de Hilbert—Schmidt), dérive d’un produit scalaire hermitien :

<AB >M, (C)= (p(A, B) = T’I"(A*B)
ou A* = AT et Tr désigne la trace.

En effet Iapplication ¢ : M,,(C) x M,,(C) — C est sesquilinéaire. De plus elle est définie positive car

TT‘(A*A) = Z |a¢j|2 2 0

et on I’a vu cette quantité est nulle si et seulement si A = 0.
Donc < A, B >y, ()= Tr(A*B) définit bien un produit scalaire et

[Allr = /Tr(A*A)
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Exercice 2 Soit || - || la norme euclidienne de R?, donnée par ||(z1,72)| = \/2? + z3. On définit sur R? x R? :

] Nz =yl si ¢ et y sont colinéaires
dl@,y) = { el + Iyl sinon

1. Montrer que d est une distance sur R2.

2. Déterminer et représenter graphiquement les boules fermées, associées a la distance d, suivantes : centre
Ogz, rayon 1; centre (1,0), rayon 1; centre (1,0), rayon 2.
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pour la distance usuelle). Traitons au hasard 1’avant dernier cas :

Exemple : (z,y) colinéaires donc d(z,y) = ||l — y||; (z,2) et (y, z) non colinéaires donc d(x, z) = ||z|| + |||
et d(y,z) = |lyll + ||z||- On a par l'inégalité triangulaire de la norme euclidienne

d(z,y) = llz =yl < llzll + llyll < =l + llyll + 2[|2]l = d(=, 2) + d(y, 2)

2. Décrivons géométriquement la boule fermée By(x,7) pour x € R? et r > 0.
e Si z est a lorigine, By(x,r) = B).|(z,7).

e Si x n’est pas a l'origine
(a) Sir < d(z,0p2) alors By(z,r) = S(x,r) ou S(z,r) est le segment de la droite passant par x et l'origine,
centré en x et de longueur 2r.
(b) Sir > d(x,0g2) alors By(x,r) = S(x,r) U Bj.| (Orz,” — d(x, Og2))

-0

FIGURE 1 - B4((0,0),1) = B”.H((0,0), 1); ; Ba((1,0),2) = S((1,0),2) U BH,H((O,U), 1)

Exercice 3 Soit E = {f € €'([0,1],R), f(0) = 0}. On munit E de la norme

Ifll = sup |f(@)+ sup /()]

a1 0<z<1
et par ailleurs on définit sur E

N(f)= sup |f(z)+ f'(2)]

0<z<1

1. Montrer que N est une norme sur E.
2. Montrer que Vf € E,N(f) < |If|l-

3. Montrer que Vf € E,supgc,<; |f' ()] < N(f) +supgc<1 [f(2)].

4. En remarquant que (f(z)e®) = (f'(z) + f(z))e* montrer que

Je>0,YVf e E, sup |f(z)] <cN(f)

0<z<1

5. En déduire que N est une norme équivalente a | - ||.
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1. Montrons que N est une norme sur F :

e Séparation : Soit f € E telle que N(f) = 0. Puisque f € E, par définition f(0) = 0 et f € C1([0, 1], R)
donc f et f’ sont continues sur [0,1], de méme pour g = f + f’ qui est donc continue sur le compact [0,1] et
donc atteint ses bornes. Ainsi il existe g € [0, 1] tel que V& € [0,1], |g(x)| < |g(z0)| = N(f) et comme N(f) =0
on en déduit que g = 0 sur [0,1] c’est-a-dire f + f = 0. Cette équation différentielle aboutit a la famille de
solution f(z) = ke~*. Or puisque de surcroit f(0) = 0 on en tire k = 0 et donc f = 0. CQFD.

e Homogénéité : VA € Ret Vf € E on a
N(Af) = sup |[Af(z) +Af'(z)] = [Nl Supllf( z) + f'(@)] = AN (f)

S SSES

o Inégalité triangulaire : Soit (f,g) € E2. On a par la propriété d’inégalité triangulaire de la valeur absolue

Vz € 0,1],[f(z) + g(z) + f'(z) + ¢'(2)] < |f (@) + f'(2)] + |g(x) + ¢'(2)] < N(f) + N(g)

Par passage au sup a gauche il vient donc

N(f+g) < N(f)+N(g)

2. Soif f € E. Comme ci-dessus on a :
Vz € [0,1],[f(z) + f'(@)| < [f(@)| + | (z)] < e @)+ sup [f'(z)] = |If]
Par passage au sup a gauche on obtient
N(f) <IIfll
3. Soit f € E. Toujours le méme principe que ci-dessus :
Vz € [0,1], |f'(z)| = |f'(z) + f(z) — f(@)| < |f'(2) + (@) + | f(@)] < N(f) + ol |/ ()]

Par passage au sup a gauche il vient

sup |f'(2)] < N(f) + sup [f(z)]

0<a<1 0<a<1
4. Soit f € E. Considérons g(x) = f(z)e® qui appartient toujours & E car z +— e® est C sur [0,1] et g(0) =
f(0) x 1 = 0. Par ailleurs Vz € [0,1],e® > 1 donc
vz € [0,1], |lg(z)] = | f(z)[e” > | f(2)|
Par passage on a donc

sup |f(z)| < sup |g(z)] (*)
0<z<1 o<zl

Par ailleurs considérons l'intervalle [0, z] pour z fixé. g et ¢’ sont continue sur [0,z] C [0,1], et ¢’ atteint
ses bornes sur [0,1] en un point zg € [0,1], donc on a a fortiori Yy € [0,z], |¢'(y)| < |¢'(x0)|. L'inégalité des
accroissements finis nous donne

|9’ (o)

N(f)e on a alors :

l9(x) = g(0)| < |g' (o) ||
Etant donné que g(0) = 0 et |g'(z0)| = | f'(x0) + f(x0)||e™®]
l9(z)] < N(f)e

Ceci étant valable pour tout z € [0, 1], par passage au sup on obtient

sup [g(z)| < N(fe (%)

Szl

<
<

En combinant (*) et (*x) on en conclut :

sup |f(z)| < eN(f)

o<zl

5. D’aprés la question 3. on a :

Ifl = sup |f(z)|+ sup |f'(z)| < N(f)+2 sup |f(z)l

o<zl o<zl o<zl

Et d’aprés la question 5. :
Il < N(f) +2eN(f) = (1 + 2¢)N(f)

Cette inégalité ainsi que celle de la question 2. prouve que N et || - || sont deux normes équivalentes sur E.
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Exercice 4 Soit E I'espace des fonctions continues et bornées de R, muni de la norme || f||s = sup,cg |f(z)|.
Soit F' une fonction lipschitzienne de constante 1 sur R, et yg € R. On considére I'équation différentielle
d’inconnue y : Rt — R,

(D) { y'(t) = F(y(t)) pourt >0
y(0) =wo
On cherche a prouver I'existence d’une solution de (D), de classe C* sur RT. Pour cela, on considére I'appli-
cation T : F — FE qui a g € F associe la fonction T'g définie par

w20, @ = (w+ [ Figlsis)

1. Montrer que si g est un point fixe de T dans E, alors h : t — e*'g(t) est une solution de (D), de classe C!
sur RT.

2. Montrer que T est contractante de constante % sur E.

3. Conclure quant a D'existence d’une solution (D) de R*.
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Puisque (fy)nen est une suite de Cauchy dans B,
Ve > 0,IN e N,Vn,m = N, || fn — full <€ (%)
Donc d’aprés 'inégalité précédente,
Ve > 0,3N € N,Vn,m > N, |fu(z1) — frm(@1)| <€ (%%)

Ainsi la suite (f,(21))nen est de Cauchy dans (R, |- |) qui est complet, donc posséde une limite dans R que
nous notons f(z1).

De cette fagon nous avons défini une fonction f : 21 — f(x1). Reste & démontrer que f appartient a B.
En faisant tendre m — +oo dans l'inégalité (x) il vient :
Ve >0,3N € N,Vn > N,Vx; € R, |fn(x1) — f(z1)| < €
ce qui prouve d’une part que (f,) converge uniformément vers f.
D’autre part puisque fy € B elle est bornée Vz; € R, |fn(z1)] < ||fn]] < M. D’ou
Vo €R,|fn(z1) — f(z1)| < e=Vay € R, |f(x1)| < M + ¢

Ainsi f est bornée donc appartient & B. On en conclut que B est complet pour la norme || - ||oo-
(b) E est un fermé de B.

Soit une suite (fy,)nen de E et f € B tel que

[fn = flloo ———
n—-+00

Montrons qu’alors f appartient & E c’est-a-dire qu’elle est continue.

Pour cela nous allons utiliser la caractérisation séquentielle de la continuité : soit (z,,)men une suite de

réels tendant vers « € R, montrons que f(z,,) — f(x).
m—r—+00

Soit € > 0. Puisque || f,, — f|| = 0 il existe N € N tel que Vn > N, ||f, — f|| < §.
Ensuite puisque fy € E, elle est continue donc Ym > M, |z — x| < 0 = |fn(2) — fnv(zm)] < 5.
Puis en décomposant de la fagon suivante :

¥m > M, |f(z) = f(zm)] < |f(@) = fw(@)] + |fw(@) = fr(@n) + | fy@n) — fEn) < 5+ 3 +5=¢

Par conséquent f est bien continue donc E est un fermé de B, qui est complet, donc F est également complet.

Toutes les hypothéses étant vérifiées, on en déduit que 7" admet un unique point fixe dans E. Notons g le
point fixe de T. Alors d’aprés la question 1. la fonction h : ¢t — g(t)e? est solution de (D) de classe € sur
R*. Nous venons de prouver I’existence d’une solution d’un systéme différentiel d’ordre 1 avec F une fonction
1-lipschitzienne, qui est une version affaiblie du théoréme de Cauchy-Lipschitz.



