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Résumé – Ce travail porte sur la génération de matrices de corrélation théoriques présentant des motifs de parcimonie spécifiques,
associés à des structures de graphe. Nous présentons une nouvelle approche basée sur l’optimisation convexe, offrant une plus
grande flexibilité par rapport aux techniques existantes, notamment en contrôlant la moyenne de la distribution des entrées dans les
matrices de corrélation générées. Cela permet de produire des matrices de corrélation représentant plus fidèlement des données
réalistes et pouvant être utilisées pour l’évaluation comparative des méthodes statistiques d’inférence de graphes.

Abstract – This work deals with the generation of theoretical correlation matrices with specific sparsity patterns, associated to
graph structures. We present a novel approach based on convex optimization, offering greater flexibility compared to existing
techniques, notably by controlling the mean of the entry distribution in the generated correlation matrices. This allows for the
generation of correlation matrices that better represent realistic data and can be used to benchmark statistical methods for graph
inference.

1 Introduction
Les modèles graphiques permettent de représenter les dépen-
dances entre variables aléatoires. Ce domaine a suscité un
grand intérêt ces dernières années, voir par exemple [17,18,22],
[11, Chapitre 7] et les références associées. Le champ d’ap-
plication est vaste, incluant la génétique [12], l’étude des pro-
téines [3], la caractérisation des maladies [5], la connecti-
vité fonctionnelle du cerveau [14] ou encore la gestion des
risques [15]. L’idée principale consiste à inférer une structure
de graphe associée à la matrice de corrélation ou à la matrice
de précision (inverse de la matrice de corrélation). Pour éva-
luer la qualité des procédures d’estimation, il est essentiel de
pouvoir générer des matrices de corrélation ou de précision
(théoriques) associées à une structure de graphe donnée, ce
qui implique d’imposer des zéros particuliers dans la matrice
tout en garantissant sa positivité, ce qui est généralement non
trivial. L’objectif de cet article est de présenter une méthode
permettant de générer de telles matrices.

Parmi les méthodes de génération de matrices de corrélation
proposées dans la littérature, on peut citer vines et onion [19],
basées sur la distribution Beta établie par [16]. Une autre
approche consiste à utiliser la décomposition de Cholesky,
comme dans [8, 23]. Nous renvoyons à ces articles pour un
aperçu bibliographique des méthodes existantes. Dans [2], il a
été observé que la distribution des corrélations de connectivité
cérébrale était centrée autour de valeurs positives. Cependant,
les méthodes existantes génèrent toutes des matrices de cor-
rélation dont la distribution des entrées est centrée autour de
zéro. Notre objectif est de proposer une nouvelle approche
basée sur l’optimisation convexe permettant de contrôler cette
distribution, en particulier sa moyenne.

Cet article1 est organisé comme suit. La Section 2 introduit
les principales définitions et notations. La Section 3 passe en

1Ce travail a été soutenu par l’Agence Nationale de la Recherche dans le
cadre du programme France 2030, référence ANR-23-IACL-0006.

revue les travaux connexes. La Section 4 décrit l’approche
proposée, et la Section 5 présente les résultats ainsi qu’une
comparaison avec d’autres approches.

2 Notations
Une matrice réelle symétrique A de dimension p× p est semi-
définie positive (SDP) si x⊤Ax ≥ 0 pour tout x ∈ Rp. Soit
x ∈ Rp un vecteur aléatoire de matrice de covariance Σ =
E[(x− E[x])(x− E[x])⊤]. La matrice de corrélation associée
C ∈ C est définie par C = (diag(Σ))−

1
2 Σ (diag(Σ))−

1
2 .

L’ensemble C des matrices de corrélation satisfait :

∀C ∈ C, diag(C) = 1, ∀i, j ∈ 1, . . . , p, −1 ≤ cij ≤ 1.
(1)

Générer une matrice de corrélation revient à construire une ma-
trice symétrique SDP vérifiant (1) [13, Problème 7.1.]. Dans le
cas qui nous intéresse, nous cherchons une matrice de corréla-
tion C associée à un graphe G = (V, E), c’est-à-dire vérifiant
cij = 0 si (i, j) /∈ E et cij ̸= 0 sinon, pour tout (i, j) ∈ V ×V
avec i ̸= j. Les poids des arêtes dans le graphe correspondent
aux valeurs de la matrice de corrélation. Nous définissons E
comme l’ensemble des non-arêtes, correspondant aux entrées
nulles de la matrice C. Ainsi, notre objectif est de générer
une matrice de corrélation avec un ensemble prescrit E d’en-
trées nulles. Ce problème peut être vu comme un problème de
complétion de matrice [24, Chapitre 10].

Dans la suite, nous notons C(G) l’ensemble des matrices de
corrélation associées à un graphe donné G satisfaisant :

C = (cij) est SDP, satisfait (1), et cij = 0, (i, j) /∈ E . (2)

Nous considérons différentes structures de graphe, à savoir
les graphes aléatoires d’Erdős-Rényi, de Barabási-Albert, et
de Watts-Strogatz, [4], ainsi que des Modèles à blocs stochas-
tiques [1] et des graphes cordaux où tout cycle de longueur
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supérieure à trois possède une arête reliant deux sommets non
adjacents dans le cycle. En pratique, nous générons un graphe
cordal à partir d’un graphe de Barabási-Albert en ajoutant des
arêtes si nécessaire pour satisfaire cette propriété.

Une caractéristique clé de la structure du graphe est sa
densité, qui est le rapport entre le nombre d’arêtes et le nombre
maximal d’arêtes possibles, d = 2|E|

p(p−1) .

3 Travaux connexes
Dans cette section, nous présentons brièvement les méthodes
qui, à notre connaissance, peuvent générer des matrices de
corrélation associées à un graphe donné G.

3.1 Graphes cordaux et facteurs de Cholesky
La première approche repose sur la décomposition de Cho-
lesky. Soit U ⊂ Rp×p l’ensemble des matrices triangulaires
supérieures avec des éléments diagonaux positifs, où chaque
ligne est normalisée à 1. Nous définissons U(G) ⊂ U comme
le sous-ensemble où uij = 0 pour tous les (i, j) ∈ E . Si le
graphe est ordonné, i.e. avec un ordre d’élimination parfait
(OEP), il est possible de générer le facteur de Cholesky U
dans U(G) en imposant uij = 0,∀(i, j) ∈ E . On a alors
C = UU⊤ ∈ C(G).Un graphe a un OEP si pour tout sommet
vi, l’ensemble de ses voisins {vj | j > i et (vi, vj) ∈ E}
forme une clique, c’est-à-dire un sous-graphe où chaque paire
de sommets est adjacente. Or, un graphe possède un OEP si et
seulement s’il est cordal [24, Chapitre 4].

Dans [23], les auteurs proposent une paramétrisation polaire
des entrées du facteur de Cholesky U ∈ U et établissent
la distribution de probabilité à adopter de telle sorte que
l’échantillonnage des matrices résultantes soit uniforme sur
l’ensemble C. En utilisant cette paramétrisation polaire, il est
facile d’incorporer la contrainte uij = 0 pour tous (i, j) ∈ E
pour obtenir U ∈ U(G). Ceci assure que C = UU⊤ ∈ C(G)
pour les graphes cordaux uniquement. Dans [8], la méthode
de génération proposée est basée sur l’algorithme Metropolis-
Hastings [7] et donne alors une distribution uniforme sur C(G),
mais n’est applicable que pour les graphes cordaux.

3.2 Dominance diagonale et orthogonalisation
partielle

À notre connaissance, deux méthodes ont été proposées dans
la littérature pour générer des matrices de corrélation associées
à un graphe donné G sans exiger une structure cordale : la
dominance diagonale et l’orthogonalisation partielle.

L’approche de dominance diagonale, proposée dans [8],
commence par construire une matrice symétrique C̃, où les
éléments c̃ij sont tirés uniformément dans l’intervalle [−1, 1]
si (i, j) /∈ Ē , et c̃ij = 0 sinon. Puis on effectue l’opération :

∀i ∈ 1, . . . , p, c̃ii ←
∑

j=1,...,p
i ̸=j

|c̃ij |, (3)

produisant une matrice SDP que l’on renormalise avec
C = diag(C̃)−1/2 C̃ diag(C̃)−1/2. Un inconvénient majeur
de cette approche est qu’elle donne des matrices de corrélation
avec des valeurs hors-diagonales très faibles.

La méthode d’orthogonalisation partielle, proposée dans [8],
initialise une matrice aléatoire Q de rang plein et ortho-
gonalise itérativement chaque ligne qi par rapport à l’en-
semble {qjs.t.(i, j) /∈ E and j < i} via un procédé de Gram-
Schmidt modifié. Par construction on obtient qi ⊥ qj pour
tout (i, j) /∈ E et ainsi C = QQ⊤ a des entrées nulles sur E .

Contrairement à l’approche de dominance diagonale, la mé-
thode proposée ci-après ne souffre pas de valeurs de corrélation
excessivement faibles. Enfin par rapport à l’orthogonalisation
partielle, notre méthode est moins sensible à la matrice initiale,
en particulier parce que l’orthogonalisation partielle dépend
de l’ordonnancement des nœuds.

4 Approche proposée
L’objectif de notre travail est de générer des matrices de cor-
rélation dans C(G), c’est-à-dire satisfaisant les contraintes (2).
Des contraintes supplémentaires peuvent être ajoutées, en fonc-
tion du contexte. L’une de nos motivations est de construire
des matrices de corrélation avec une distribution qui ressemble
aux données réelles, typiquement en neurosciences, où celles-
ci sont décalées vers des valeurs positives [2]. Pour refléter
cette propriété, nous imposons cette contrainte supplémentaire
sur la moyenne : pour b ≥ −1,

1

2|E|
∑
i̸=j

cij ≥ b. (4)

Prendre b ≤ −1 revient à ne pas imposer de contrainte.
Nous cherchons à résoudre le problème d’optimisation :

minimiser
C

1

2
∥C− C̄∥2F , sous contraintes (2) et (4),

(5)
où C̄ est une matrice donnée arbitraire. Avec des données
réelles, cela peut être la matrice de corrélation empirique.
Il convient de noter que la résolution de (5) garantit que la
moyenne des éléments non diagonaux est au moins égale à
b. Puisque la fonction objectif dans (5) est convexe, une solu-
tion existe chaque fois que les contraintes sont réalisables. Par
ailleurs, la matrice identité satisfait les contraintes (2), garan-
tissant ainsi la faisabilité en l’absence de la contrainte supplé-
mentaire (4). Dans la Section 5, nous examinons l’impact de
cette contrainte supplémentaire sur l’existence de solutions.

5 Résultats et discussions
Dans nos simulations, nous considérons C ∈ R51×51 et C̄
une matrice de même taille dont les entrées suivent une loi
uniforme sur l’intervalle [−1, 1]. Pour le motif E , nous utili-
sons les différents modèles de graphes aléatoires mentionnés
à la Section 2. Le problème d’optimisation (5) est résolu en
utilisant la bibliothèque Python CVXPY [9]. Nous l’avons
appliqué à ces modèles de graphes sur 50 exécutions2. Dans
certains cas, la résolution de (5) donne une matrice avec une
valeur propre minimale proche de zéro, mais négative, ce qui
indique que la matrice n’est pas strictement SDP. Pour y re-
médier, nous considérons la matrice C̃ϵ = C̃+ ϵI, que nous

2Les simulations ont été réalisées à l’aide de l’infrastructure GRICAD, sou-
tenue par la communauté de recherche grenobloise. Le code pour reproduire
les expériences est disponible en ligne [10].
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renormalisons par C = 1
1+ϵC̃ϵ. La matrice C n’est pas le

minimiseur de la fonction objectif, mais elle est une matrice
de corrélation qui satisfait les contraintes (5)3.

5.1 Comparaison avec d’autres approches
Pour la comparaison, nous considérons un graphe avec 51
nœuds, c’est-à-dire C ∈ R51×51. La Figure 1 montre la den-
sité des éléments non diagonaux non nuls. Nous comparons
notre méthode avec deux autres approches : la dominance dia-
gonale et l’orthogonalisation partielle. Plus précisément, nous
générons 50 graphes d’Erdős-Rényi en utilisant la dominance
diagonale, l’orthogonalisation partielle, et la méthode propo-
sée. Pour cette dernière, nous fixons la densité cible du graphe
à 0.5. La distribution des valeurs de corrélation est représentée
par les lignes rouge, verte et violette, respectivement - la ligne
orange est liée aux données réelles et expliquée ci-dessous.
Nous fixons le paramètre b = −1 dans notre algorithme pour
faciliter la comparaison avec d’autres algorithmes qui n’uti-
lisent pas de seuil. Dans notre algorithme, à la fois C̄ et le
point initial pour la méthode de dominance diagonale sont des
réalisations d’une distribution uniforme, puisque nous visons
à générer des matrices de corrélation aléatoires. Il convient de
noter que, lorsqu’on utilise la dominance diagonale, aucune
perturbation positive n’est appliquée pour garantir que la ma-
trice est SDP. Comme mentionné précédemment, les densités
obtenues avec la dominance diagonale sont concentrées autour
de faibles valeurs (ligne rouge). Notre approche (ligne violette)
donne des entrées plus élevées dans la matrice de corrélation.
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FIGURE 1 : Densité des éléments non diagonaux non nuls dans
les matrices de corrélation générées par différentes méthodes
(dominance diagonale, orthogonalisation partielle et notre mé-
thode) comparées à la matrice de corrélation obtenue à partir
des données fMRI de rats.

5.2 Influence de la contrainte sur la moyenne
Nous examinons maintenant l’impact de la contrainte (4), qui
modifie le centre de la distribution des valeurs de corrélation.
En particulier, cela peut être utile pour contrôler le rapport
signal/bruit dans les simulations, ou pour générer des matrices
de corrélation plus proches des données réelles. Bien que les
réseaux antagonistes génératifs (GANs) puissent également
générer des matrices de corrélation semblables aux données
réelles [21], ils nécessitent un grand ensemble de données de

3Pour être plus précis, avec cette étape de post-traitement, la valeur
moyenne change, et donc la contrainte (4) peut ne pas être satisfaite. Augmen-
ter b à b(1 + ϵ) permet d’atteindre notre objectif.

matrices de corrélation observées, ce qui peut ne pas toujours
être disponible en pratique.

Dans notre contexte, nous sommes motivés par une appli-
cation en neurosciences impliquant des données d’IRM fonc-
tionnelle acquises sur des rats. Les données sont décrites et
en accès libre [2, 6]. Dans la Figure 1, la ligne bleue repré-
sente la distribution des corrélation (empirique) des données
IRM d’un rat, tandis que la ligne orange montre la distribution
des entrées de la matrice de corrélation (théorique) générée à
l’aide de notre méthode. Pour les données réelles, nous calcu-
lons la densité du graphe en sélectionnant les 50% des entrées
avec les valeurs absolues les plus élevées dans la matrice de
corrélation. Lors de la génération de la matrice synthétique
avec notre méthode, nous fixons d = 50% et le paramètre b
égal à la moyenne des entrées de la matrice de corrélation des
données réelles correspondant au graphe calculé (d = 50%).
La matrice initiale C̄ est ici égale à la corrélation empirique
des données réelles. La Figure 1 montre que la distribution des
données simulées est proche de celle des données réelles.

5.3 Influence de la structure du graphe
L’ajout de la contrainte (4) peut parfois aboutir à un problème
d’optimisation sans solution. La Figure 2 illustre la proportion
de cas où une matrice de corrélation valide C ∈ R51×51 est
trouvée pour différentes densités de graphes d et valeurs de
moyenne b dans (5), et différentes structures de graphes.

Le coût computationnel de la résolution du problème d’op-
timisation est significativement plus élevé que pour des mé-
thodes comme la dominance diagonale ou l’orthogonalisation
partielle. L’augmentation de la dimension p de C entraîne
généralement une augmentation du temps d’exécution. La
Figure 3 compare les temps d’exécution pour p = 51 avec dif-
férentes densités de graphes et modèles. Globalement, le temps
d’exécution diminue à mesure que la densité d du graphe aug-
mente. Seul le cas b = −1 est représenté, mais des résultats
similaires sont obtenus pour différentes valeurs de b.

Conclusion et perspectives
La méthode proposée pour générer une matrice de corréla-
tion correspondant à un graphe présente plusieurs avantages :
elle ne repose pas sur une structure de type cordale, elle évite
de générer des valeurs trop faibles en contrôlant la moyenne,
et enfin elle peut approcher une matrice de corrélation empi-
rique. Cependant, le coût de cette approche augmente avec
la dimension. Puisque nous projetons à court terme d’étudier
comment l’augmentation du nombre de nœuds affecte l’in-
fluence des structures de graphes, l’utilisation de l’algorithme
QSDPNAL [20] en MATLAB pourrait être envisagé pour ré-
soudre le problème d’optimisation en plus grande dimension.
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