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Résumé. Ce travail concerne la génération de matrices de corrélation théoriques avec
des motifs de parcimonie spécifiques, associés a des structures de graphes. Nous présentons
une nouvelle approche basée sur I'optimisation convexe, offrant une plus grande flexibilité
par rapport aux techniques existantes. Notre méthode permet de générer des matrices de
corrélation qui peuvent étre utilisées pour comparer les méthodes d’inférence de graphes.

Mots-clés. Matrices de corrélation, modeles graphiques, structures de parcimonie

Abstract. This work deals with the generation of theoretical correlation matrices, with
fixed sparsity patterns. We propose an optimization approach. It offers some flexibility, in
particular by the addition of some constraints. The generated correlation matrices may be
used for comparisons of statistical inferences in graphical models.

Keywords. Correlation matrices, graphical models, sparsity patterns

1 Introduction

Les matrices de corrélation permettent de modéliser la structure de dépendance entre des vari-
ables aléatoires. Si elles sont tres présentes dans les modeles statistiques, peu de procédures
de simulation sont disponibles. Simuler une matrice de corrélation n’est pas aisé en grande
dimension, car il faut que la matrice créée soit définie positive. La motivation pour générer
des matrices de corrélations est de permettre de simuler des jeux de données complexes
afin de vérifier les performances de méthodes statistiques par Monte-Carlo. Des exemples
d’application sont la détection de clusters ou 'inférence de modeles graphiques. Dans ces deux
exemples, la matrice générée doit respecter certaines contraintes. Principalement, elle doit
étre associée a une structure de graphe sous-jacente, que les procédures essaient d’estimer.



2 Notations

Nous considérons dans la suite une dimension p fixée. Une matrice symétrique réelle A € RP*P
est semi-définie positive (PSD) si " Az > 0 pour tout € RP. Elle est définie positive (PD)
si z" Az > 0 pour tout £ € R? non nul.

Soit * € RP un vecteur aléatoire de matrice de covariance X, défini comme : X =
E[(z — E[z])(z — E[z])"] = (0i;)ij=1...,- La matrice de corrélation correspondante C € C

est définie par ¢;; = \/;”70 pour tout (¢,j) € {1,...,p}, ou de maniére équivalente C =
1105
(diag(X))"2 2 (diag(X)) 2. L’ensemble C de matrices de corrélation satisfait
VC el diag(C) =1, Vi,je{1,2,...,p} —1<¢; <1 (1)

D’un point de vue génératif, travailler avec des matrices de corrélation et des matrices de
précision est similaire. Par conséquent, nous nous concentrons sur les matrices de corrélation.
La génération d'une matrice de corrélation implique la construction d’une matrice PSD
symétrique qui satisfait la condition (1) [5, Probleme 7.1.].

Un graphe G est défini comme G = (V,€), ou V = {vy,v9,...,0,} est I'ensemble des
sommets, et £ C V x V est 'ensemble des arétes. Une aréte est une paire de sommets
connectés par le graphe. La densité du graphe est alors d = %.

Nous désignons par C(G) 'ensemble des matrices de corrélation associées a un graphe

donné G. Une matrice C € C(G) est telle que
C = (¢;j) PSD, satisfait (1) et ¢;; =0 ssi (i,7) ¢ £. (2)

Nous recherchons a générer une matrice de corrélation dans C(G). En d’autres termes, nous
imposons la parcimonie a certaines relations. Nous souhaitons générer des matrices dans
C(G). Ce probleme peut étre considéré comme un probleme de complétion de matrice [9,
Chapitre 10].

3 Méthodes existantes

La génération d’une matrice de corrélation (théorique) a été proposée par exemple dans [6]
avec une caractérisation de la distribution uniforme sur ’espace des matrices de corrélation.
Les approches courantes incluent les vines et onion [7]. Pour une revue plus large des
techniques disponibles, nous renvoyons aux études bibliographiques dans [8, 4]. La plupart
des méthodes existantes ne peuvent cependant pas étre étendues pour générer des matrices
de corrélation avec un ensemble de parcimonie £ contraint. Ci-dessous, nous présentons les
méthodes qui, a notre connaissance, peuvent générer de telles matrices.

3.1 Graphes chordaux et décomposition de Cholesky

La premiere approche repose sur la décomposition de Cholesky. Soit U € RP*P ’ensemble
des matrices triangulaires supérieures, a éléments diagonaux positifs et a lignes normalisées



a 1. On définit U(G) C U comme le sous-ensemble ot u;; = 0 pour tout (,7) € €. Si le
graphe est ordonné (Perfect Elimination Order, PEO), il est possible de générer le facteur
de Cholesky U dans U(G) en imposant u;; = 0 pour tout (4,5) € £ pour obtenir une matrice
C =UU' € C(G) telle que m;; = 0 pour tout (i,5) ¢ £ Pour plus de détails, nous nous
référons a [4].

Dans [8], les auteurs proposent une écriture en coordonnées polaires des éléments de la
matrice de Cholesky U € U. Ils établissent la distribution de probabilité des quantités
induites, telle que la distribution des matrices obtenues soit uniforme sur ’ensemble C. En
utilisant cette paramétrisation en coordonnées polaires, il est aisé d’incorporer la contrainte
u;; = 0 pour tout (i,j) € &, pour obtenir U € U(G).

Dans [4] la premiére contrainte est déja prise en compte. La méthode de génération
proposée est basée sur I’algorithme de Metropolis-Hastings et donne une distribution uniforme

sur C(G).

Comme mentionné ci-dessus, ces méthodes supposent que les graphes sont ordonnés
(PEO), ce qui n’est généralement pas le cas. En fait, seuls les graphes dits cordaux peu-
vent étre parfaitement ordonnés [9, Chapitre 4]. Un graphe est cordal s’il ne contient pas de
cycle induit de longueur 4 ou plus. Cette approche n’est ainsi utilisable que pour les graphes
cordaux, ce qui est une limitation forte.

3.2 Dominance diagonale et orthogonalisation partielle

A notre connaissance, deux méthodes ont été proposées dans la littérature pour générer des
matrices de corrélation associées a un graphe donné G sans nécessiter de structure cordale :
la dominance diagonale et 'orthogonalisation partielle.

La dominance diagonale telle que proposée dans [4] peut étre utilisée pour générer une
matrice PD. L’idée est de construire une matrice symétrique C, ot les éléments ¢;; sont choisis

uniformément au hasard dans lintervalle [—1,1] si (i,5) ¢ &, et ¢; = 0 sinon. Ensuite, on
applique la transformation

Vie{l,...,p} do ¢+ Z |€i;| + perturbation positive aléatoire.
Jj=1,....,p

Ensuite, on définit C = diag(C)~/2 C diag(C)~"/2 pour récupérer une matrice dans C(G).

Une autre méthode est 'orthogonalisation partielle, proposée dans [4]. L’idée est de com-
mencer avec une matrice initiale C dont les entrées nulles sont incluses dans le motif de
parcimonie souhaité £. Les arétes supplémentaires de C sont ensuite supprimées a 1'aide
d’un processus d’orthogonalisation partielle basé sur un algorithme de Gram-Schmidt mod-
ifié. La procédure repose sur une écriture de C sous la forme C = QQ7, et orthogonalise
itérativement chaque ligne g; par rapport a I'ensemble des lignes {q; s.t.(i,j) & £ et j < i}.

Dans [4], les auteurs suggerent de commencer par trianguler le graphe G pour obtenir
un graphe cordal, puis d’appliquer la procédure basée sur Cholesky de [3], comme décrit
ci-dessus. La matrice obtenue est alors l'initialisation de 'algorithme d’orthogonalisation
partielle.



4 Méthode proposée

L’objectif de notre travail est de générer des matrices de corrélation dans C(G), c’est-a-
dire satisfaisant les contraintes (2). De plus, des contraintes supplémentaires peuvent étre
ajoutées, selon le contexte. Une de nos motivations est de construire des matrices de
corrélation avec une distribution qui ressemble a des données du monde réel, notamment
en neurosciences. Dans [1], la distribution des corrélations de connectivité cérébrale s’est
avérée centrée autour de valeurs positives. Pour refléter cette propriété, nous imposons cette
contrainte supplémentaire sur la moyenne : pour b > —1,

1
- > ).
STE] ¢ 2 b (3

Prendre b = —1 équivaut a n’avoir aucune contrainte.

Nous cherchons a résoudre le probleme d’optimisation suivant :
i Jlc—cl;
minimize —||C — ,
C 2 E (4)

sous réserve de contraintes (2) et (3),

avec C une matrice arbitraire donnée. Avec des données réelles, cela peut étre la matrice de
corrélation empirique.

5 Résultats

Dans nos simulations, nous considérons p = 51, C € R>'*! et C une matrice de méme taille
dont les entrées sont tirées d’une distribution uniforme sur l'intervalle [—1, 1]. Pour le motif
£, nous utilisons un graphe Erdds-Rényi. D’autres structures de graphes ont été considérées
(Barabdsi-Albert, Watts-Strogatz, Stochastic Block Model. ..) mais ne sont pas présentées ici.

5.1 Comparaison avec les autres approches

La Figure 1 montre la densité des éléments non diagonaux et non nuls des matrices de
corrélation générées. Nous comparons notre méthode avec deux autres approches : la domi-
nance diagonale et l'orthogonalisation partielle. Nous avons considéré 50 graphes, avec une
densité des graphes cibles & 0.5. Dans notre algorithme, la matrice initiale C est obtenues
avec des réalisations d’une distribution uniforme sur [-1,1]. Les densités obtenues en utilisant
la dominance diagonale sont concentrées autour de valeurs faibles. Notre approche donne
des valeurs plus élevées dans la matrice de corrélation que les autres procédures.

5.2 Influence de la contrainte sur la moyenne

Nous examinons maintenant I'impact de la contrainte dans (3), qui modifie le centrage de
la distribution des entrées de corrélation. Nous sommes motivés par une application en

4



—-=-~- real data

74 Our method, C: real data (b = mean of real data, d =0.5)
- Partial orthogonalization (d = 0.5)
6 —— Diagonal dominant (d =0.5)

—— Our method, €: uniform distribution (b= —1, d =0.5)

0 T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Value

Figure 1: Densité des éléments non diagonaux et non nuls dans les matrices de corrélation
générées a 'aide de différentes méthodes.

neurosciences impliquant des données d’IRM fonctionnelle acquises sur des rats. Les données
sont accessibles en acces libre et décrites dans [2]. Apres le prétraitement expliqué dans [2],
des séries temporelles de 51 régions cérébrales pour chaque rat ont été extraites. Nous
calculons ensuite la transformée en ondelettes avec 'ondelette de Daubechies d’ordre 8 des
51 signaux. Nous nous intéressons ici a 1’échelle d’ondelettes 4, correspondant a l'intervalle
de fréquence [0,06 ; 0,12] Hz. Il y a alors 122 coefficients d’ondelettes disponibles pour
chacune des 51 régions. Les distributions des corrélations deux a deux entre les coefficients
d’ondelettes des régions pour un rat donné. Nous calculons la matrice de corrélation en
sélectionnant les 50% d’entrées ayant les valeurs absolues les plus élevées dans la matrice
de corrélation empirique, ce qui donne une densité du graphe d = 50%. Les distributions
obtenues sont présentées dans la Figure 1.

Nous générons ensuite la matrice synthétique avec notre méthode, avec d = 50% et le
parametre b égal a la moyenne des entrées dans la matrice de corrélation des données réelles.
La matrice initiale C est ici égale & la corrélation empirique des données réelles. La Figure 1
montre que la distribution des données simulées est proche de la distribution réelle.

L’ajout de la contrainte (3) peut entrainer un probleme d’optimisation sans solution. La
Figure 2 illustre la proportion de cas oll une matrice de corrélation valide C € R?*51 est
trouvée pour différentes densités de graphes et valeurs de b dans (4).

Conclusion

La méthode proposée offre plusieurs avantages. Elle ne repose pas sur une structure cordale,
garantit la génération d’une matrice semi-définie positive et évite de générer des entrées
proches de zéro dans la matrice de corrélatione. De plus, elle permet de générer une matrice
de corrélation qui correspond a un graphe lié a une matrice de corrélation empirique.

D’autres analyses, notamment sur I'influence de la structure du graphe sur la distribution
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Figure 2: Proportion de réussite & trouver une matrice de corrélation C € R3'*%! en fonction
du seuil b, et de la densité du graphe d. Les zones blanches indiquent les cas ou aucune
solution n’a été trouvée.

des corrélations, sont en cours. Dans la continuité de ce travail, nous souhaitons comparer les
performances de divers procédures d’inférence de modeles graphiques sur données simulées.
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